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摘 X 运用 Mawhin 的 重合 度 定理 ， 讨 论 了 一 类 时 间 标 度 上 非 线性 动态 方程 周期 边 值 问题 的 解 的 存在 
性 ， 得 到 判别 方法 并 举例 作 以 说 明 。 
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1 引言 


1988 年 德国 的 Stefen Hilger 在 他 的 博士 论文 中 首次 提出 测度 链 (measure chain) 上 的 微 积 分 
理论 岂 ， 用 以 统一 连续 和 离散 的 研究 。 时 间 标 度 (time scale) 是 一 个 特殊 的 测度 链 ， 表 示 实 数 
上 的 任意 非 空 闭 子 集 ， 下 面 简 称 时 标 ， 用 “于” 来 表示 。 它 的 诞生 统一 了 差分 方程 和 微分 方程 
的 研究 。 在 随后 的 许多 数学 家 ， 特 别 是 德国 数学 家 M.Bohner 等 人 的 不 断 努 力 下 ， 这 一 理论 得 
到 极 大 发 展 ， 逐 步 形 成 较 完 善 的 时 标 动态 方程 理论 &,3 。 时 标 动 态 方程 理论 不 仅 是 数学 界 的 一 
次 理论 突破 ， 而 且 在 应 用 上 有 着 巨大 的 潜力 。 比 如 美国 的 托马斯 和 彼得 森 运 用 时 标 动态 方程 理 
论 弥 合 了 西 尼 罗 河 病毒 传播 中 连续 和 离散 之 闻 的 空隙 。 托 马 斯 认为 这 种 数学 模型 是 研究 和 控制 
这 种 疾病 的 最 有 效 的 工具 。 除 此 之 外 一 些 科学 家 已 经 开始 研究 利用 时 标 改 进 股票 市 场 的 计算 模 
式 ， 还 有 的 科学 家 利用 时 标 精 确 计算 发 动机 的 油耗 量 。 

本 文 运用 Mawhin 的 重合 度 定理 讨论 周期 边 值 问 题 

u^^(t) = f(t,u(t),u^(t)), t€ [a,b] (1) 
u(a)- u(b,  u^(a) = u^(b), 
解 的 存在 性 ， 得 出 判别 法 并 举例 。 其 中 [a,b] d [a,b] n T, abe T, RO <b 一 a < 1， 这 里 
假设 b 点 右 称 ，f 在 [a,6] x R? 上 连续 。 
由 于 篇 幅 问题 ， 本 文 对 所 涉及 的 时 间 标 度 方面 的 知识 不 再 袭 述 ， 请 读者 参阅 文献 [3]。 


2 ”准备 知识 


定义 1 设 X, 2Z 是 赋 范 空间 。L : 久 D2 domL 一 Z 是 一 个 线性 算 子 ， 如 果 

(a) Imz 是 2 的 闭 子 空间 ; 

(b) dimKerL = codimImL < +co， 则 称 工 为 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 。 

如 果 工 是 指标 为 零 的 Fredholm AF, Wgdpxet ST P:X X RQ:ZoZ, EA 


Im = KerL, ImL = KerQ, X —KerLoKerP, Z= ImL®Im®, 
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并 且 算 子 工 |aomLnkerP: domz 一 lmLnHDÉ, WHATA Kp. DA t8 ET o dd Kp 一 
Q) X Keg. 

定义 2 &BoRX'pHUEASIÉE. wEQN(O) JE KegN : N — X XXI. Wy 
Wk N 在 人 上 是 工 紧 的 。 

车工 是 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 ， 则 对 任意 同 构 映 射 J : ImQ 一 KerL， 映 射 JQ + Kpg: 
Z 一 domL 是 同 构 映 射 ， 并且 对 任意 u € domL, (JQ + Kpg) lu = (L + J^  P)u. 

在 证 明 中 ， 本 文 运用 到 以 下 Mawhin 定理 向 : 设 Q c 和 是 有 界 开 集 ， 研 是 指标 为 堆 
的 Fredholm 算 子 ，N ÆN LÆ LRH. WMR FIRER 

(D Lu ANu, (u,A) € ((domL\KerL) n 0Q) x (0,1): 

(GI) Nu ¢ ImL, u € KerL n ôN; 

(HI) deg(JQN|kernan, QN KerL,0) #0, 
其 中 Q@ : 2 一 GZ 是 连续 映射 ， 并 且 KerQ = mL, J : ImQ > KeL Æ -AAR WA 
程 Lu = Nu 在 domL n ( 上 至 少 有 一 个 解 。 

id X = C?[a, tj, Z = Cla,b, XE PES u € X, EX [ul = sup{llwllo, lw 人 Ho}， 其 中 


lullo = sup llu). 
t€[a,5] 
对 任意 we GZ， 定义 
1 
lulh = z— f olat 
定义 线性 算 子 
厂 :XDdom7 一 0 Lu-cu^^; N:X >Z, Nu- f (t, ult), u^ (t), 
d! domL = {u € X : u(a) = u(b), u^(a) = u^(b)). 
3 ”结论 
引 理 1 L:X 5domL 一 2 是 一 个 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 。 
证 明 通过 简单 证 明 易 得 
b 
ImL = fs € z| Joar - o). 
定义 线性 连续 算 子 Q : 2 一 ZA 
] b 
Qa = ss | Ar, 


显然 Q?g = Qg， 也 就 是 @ : 2 一 Z 是 一 个 投影 算 子 。 可 见 ImL = KerQ。 任 意 g < G， 均 
F g= (g9-Qg9)+Q9g- 9-Qg € KerQ =ImL， 并 且 Qg € ImQ， 因 此 2Z =ImL+ImQ。 若 ge 
ImLNImQ， 那 么 g 三 0， 因 此 2Z = ImL@ImQ。 因 为 domL = {u € X |u(a) = u(b), u^(a) = 
u^(b)) H Lu = u^^, 故 KerL = R, dimKerL — codimImL = dimKerL — dimlmQ = 0, 

BU L:X 5domL 一 2 为 一 个 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 。 证 毕 
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定义 连续 线性 算 子 已 : X 5 X Pult) = wa), te [a,b]. f£xXxu e X, HE ult) = 
u(a) + (u(t) 一 u(a))。 显 然 = KerL @ KerP, 354 P, Q, LÆ 


ImP = KerL, ImL —KerQ, X — KerL®KerPp, Z —ImL 9 ImG. 


定义 Kp : Imz 一 domL n KerP JN 


Kpg(t) -j fu asart j fa (s)AsAT， 


sup |Kpg(t)| < 2(6—a)*lgl:, sup |[Keg(t)]^| < 2(6 — a)llglh, (2) 
t€ [a,b] t€ [a,b] 


因此 
Kegli € 2(b — a)ligllı. (3) 
对 任意 g e ImLKL， 有 


(LKe)glt) = 人 j j 


另外 ， 对 任意 w e domLNKerP, $8 


(KpL)ult) = / IE 


因此 Kp = (LlaomroKerP) ^: 


t T 
^A 
= | | sg(e)AsAr) -a(0. 


t T 


u^^(s)AsArT = u(t) — u(a) = u(t), 


QNu-, 


u(t), uA(r))Ar, 


KpgNu(t) = Ke(I — QNu(t) 
Tie 


为 了 叙述 方便 做 一 下 假设 : 

(Hi) 存在 常数 A > 0， 对 任意 wu € domL n KerL HWE |u(t)| > A, t € [a,b] 88 QNu 7 
0; 

(Ho) 存在 可 积 函数 a,6,p， 其 中 ,6 满足 


TI 一 (2 一 a) 


lods + l8]: < ECT 


使 得 
|S (t, x1, 72)| < pb 十 czil 二 DG)lza|; 
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(Ha) 存在 常数 B > 0， 对 任意 |c| > B, ce 及 满足 


b b 
c f f(e 0)As > 0, 或 JECOSETS 


a 


定理 1 # (H), (H2), (H) 成立， 则 周期 边 值 问题 (1) 至 少 存在 一 个 解 。 
证 明 £0, = {u € domL \ KerL : Lu = ANu, A € (0,1)). ER u € Wi， HA u € KerL, 
又 和 关 0， 故 Nu EE ImL， 又 因为 KerQ = ImL， 所 以 QNu —0, Bp 


b 
gos | fe^ Ar =o, 


由 条 件 (H3) 可 知 ， 存 在 加 € lab], WE lulto) < A W 
to 


iua) = [utto) = f ^t)Ae| < iut) + Galo s A (6 ~ a)lu^lo — (0 


a 


t 
u^(t) — feroa usla, 


a 


[u^ (£)] < (b — a)lju^^ (£)ls + [u^ (a)| 


= (b— a)lLul| + |u^(a)| < (b — a) Null + |u? (a). (5) 

由 式 (4), (5) 可 得 
ju(a)| < A + (b — a)lNul + (b — a)[u? (a)l, (6) 

又 考虑 到 (3) 可 得 
l(I — P)ul| < 2(b — oN Null, (7) 


由 (6), (7) 可 得 flujl < A+ (b — a)lu^ lo - 36 — a)] Nu]: PT llul] = supf{llwllo, lulo} SE 
条 件 (2) 得 


lilio, lu^ llo < A + [b — a + 3(5 — oslo 十 3 他 一 ojllol + 3(6 — a)llallı lullo, 
由 上 式 可 得 
1 
lullo < Toss mph + [b — a + 3(b — a)l&ll]lu^ llo + 36— ael), — (8) 


1 
— (b — a) — 3(b ~ ll 


[u^ llo < x [A *- 3(b — a)llplli + 3(6 — allalli llul], — (9) 
由 (8), (9) 得 
ju? | « A -- 3(b — a)llpll 
° = 1- (b- a) - 3(0 — a)ll8]l: — 3(6 — oalh’ 
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即 存在 Wi > 0， 使 得 Ju 人 jlo < Wi;， 由 (8) 知 存在 W。> 0， 使 得 |lull。< Wo, MORS 
Ro NQ = {ue KerL : NueImL). Ru EQ, tiu-ce RHNucImL-— KerQ, BẸ 


b 
1 
gos | fear o, 


由 (Hs) FJA, ||ul| = licl < B， 故 Qs 是 有 界 集 。 定 义 一 个 同 构 映 射 了: ImQ 一 KerL 为 恒 等 映 
55, 即 Je = c, ce R. 不 妨 设 (Hs) 中 


b 
c f Feso, 0)AT < 0, 


4 Q5 = {u € KerL : -AJ7u-(1- 3)QNu 20, A € [0,1]}， 则 任意 ue€ Qs, u=c ER, ii 
1—A f 
= 下、 I f(5,c,0)Ar, 
Asl, Ji] c = 0; 若 |c| > B, 则 有 
Ac? = Sz fe. c, 0)AT < 0, 


矛盾 ， 故 |c| < B, u € (i3, 故 Qs 是 有 界 集 。 
FR 


b 
ef f c,0)AT > 0, 


WAS NQ = {u € KerL : AJ-u4(1—A)QNu = 0, A e [G1]. [RE RT S $0 Q3 是 有 界 集 。 
X Od —4 HOT B. 


3 
2Uo， 


i=1 


则 可 知 Lu zx ANu, (u, À) € ((domL V KerL) N ôN) x (0,1), Nu ¢ ImL, u € KerLN 09. 
下 证 NN 在 人 上 是 工 紧 的 。 因 为 
i b 
Nu = | [ 16.9) ih Ar] < Vli + lallo + Melt 


AK QN(QO) 有 界 。 
要 证 KpeN :8 一 和 是 紧 的 ， 即 证 天 PoN(O) ERR. 
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由 Arzela-Ascoli 可 知 须 证 Kpa N (Q) 一 致 有 界 和 等 度 连 续 。 因 为 


KpoNu 人 (= Kp(I — Q)Nu(t) 


- f |a -orsus 
z j j f(t, u(s), u^ (s)) 


b r 
2 | fü -Qf(u(s)uo(3)^sAT 


t T 
NET 
a a 
b rT 
= f fasar, 
— Q0 


t 
^(r)As; 


[Kr.oNu(t)]^ = [Kpl ~ QNu(t)]^ 


t b t 
d M 


(bay JE s,u(s),u e»  [ AsAT， 


又 由 f(t r, y) f£ [a,b] x Qx Q Exe, "TAI KpoNu, (KyoNu)^ SU JF. S KpBQN(O) XE 
紧 集 。 因 此 六 在 9 上 为 无 紧 。 
任意 wu € KerLN ON, EX H(u, à) = 土 和 Ju 十 (1 一 入 )JQNu， 利 用 同 伦 不 变性 


u^ (s))AsAT 一 


deg(JQN |Kerznao， Qn KerL, 0) 


= deg(H(.,0), Q1 KerL,0) = deg(H(., 1), QN KerL,0) = deg(+J, 0 N KerL,0) z 0, 


又 由 引 理 1 知 , L: X 2 domL 一 2 是 一 个 指标 为 零 的 Fredholm 算 子 。 故 由 Mawhin 定理 知 ， 


周期 边 值 问题 (1) 4e Q 上 至 少 存在 一 个 解 。 证 毕 
4 ”应 用 举例 
考察 周期 边 值 问题 


| u^^ (t) = k(t 4- o(t)) + $arctanu(t) + 1u^(t), te (0,1], 
u(0) = u(4), u^(0)- u^(i), 


A=B=3, al) =P= Plt) =t+0(), 
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条 件 (Ho) WE. u(t) > 3 时 ， 


H 
H 2 
B j 1 MA 1 1 
aiea] (ero g arctan u(t) + 了 (5)At =2 E 十 JESUM 0, 
0 


当 w(t) < -3 时 ， 
QNu < 3 t Í aretan(-3) — —0.0138, 
HRF (H) WE: 又 当 c 38, 


e /reeoas 20; 
0 


当 c< -3 时 ， 


1 


1 
ef f e,0)As = / ($59 c(s)) + gcarctanc 十 0)As > 0， 
0 0 


故 条 件 (Ha) 满足。 由 定理 1 可 知 该 边 值 问题 至 少 有 一 个 解 。 


tol 
Nje 
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The Existence of Solutions to Second Order Periodic Value Problems 
on Time Scales 
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Abstract: By using the Mawhin coincidence degree theory, we discuss the existence of solutions to 
the periodic value problems to the nonlinear dynamic equations on a class of time scales and obtain 
some results and show an example. 
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